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1. JOHDANTO

Inversio-ongelmien teoria on matematiikan ja sen sovellusten kirjossa edel-
leen varsin nuori tutkimusala. Yksittéisid ongelmia on toki tutkittu kau-
an, ja ensimméinen yhtendinen osakokonaisuus lienee 1950-luvulla kehitetty
Gel’fandin koulukunnan yksiulotteinen kéé&nteinen sirontateoria. Muutaman
vuosikymmenen hiljaiselon jalkeen my6s moniulotteisissa inversio-ongelmissa
saavutettiin lapimurtoja, ja 1980-luvulla alan teoria monipuolistui ja alkoi
kasvaa nopeasti. Suomessa inversioteorian tutkimus alkoi 1980-luvun alussa
Helsingin yliopiston funktionaalianalyysin tutkijoiden piirissd. Suomen In-
versioseura perustettiin 1997. Itse kuulin inversio-ongelmista vuonna 2000
Oulun yliopistossa opiskellessani, ja silloin Suomessa oli jo laaja alan tutki-
musyhteiso.

Kiinnostus inversio-ongelmia kohtaan on viime vuosina yha lisddntynyt
sekd Suomessa ettd maailmalla. Viitettd voi perustella silld, ettd inversio-
ongelmien artikkeleita julkaistaan yh& useammin matematiikan arvostetuim-
missa julkaisuissa (kuten Annals of Mathematics), tai silld, ettd Suomen Aka-
temia myonsi alan Suomen tutkimusryhmille huippuyksikon aseman vuodes-
ta 2006 alkaen. Lisiksi termi ’inversio-ongelmat’ esiintyy uusissa yhteyksissa:
olin yllattynyt, kun matematiikan Fields-mitalisti Timothy Gowers kevialla
2006 Seattlessa pitdméssadn esitelméassi alkoi puhua aritmeettisen kombina-
toriikan inversio-ongelmista.

Téama artikkeli on osa sarjaa, jossa nuoret matemaatikot esittelevit omaa
tyotadn ja tutkimusalojaan. Olen siksi valinnut paikoin tavallista henkilokoh-
taisemman kirjoitustyylin. Oma tutkimukseni on enimméikseen keskittynyt
inversio-ongelmiin, ja vaitoskirjani Calderénin ongelmasta ja siihen liitty-
vistd kysymyksistd valmistui vuonna 2004. Kéisittelen alla ensin muutamia
inversio-ongelmia yleisesti, ja sitten Calderénin ongelmaa ja omaa tyota-
ni hieman yksityiskohtaisemmin. Lopussa oleva liite siséltda lyhyen johda-
tuksen osittaisdifferentiaaliyhtdl6ihin ja muutamiin hyédyllisiin tyokaluihin,
mutta artikkelia voinee lukea my0s ilman néité tietoja.

Inversio-ongelmien alalla eletdén juuri nyt kiinnostavaa vaihetta. Toivon,
ettd artikkelin lukijoille vélittyy kuva tutkimusalasta, jossa moderni mate-
matiikka ja reaalimaailman sovellukset kohtaavat hedelmaéllisella tavalla.

Ilmestyy Arkhimedeksen numerossa 5/2006.
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2. INVERSIO-ONGELMISTA

Mité ovat inversio-ongelmat? Kaésitetta selitetdén ldhes aina syiden ja seu-
rausten avulla, enké aio tehdd poikkeusta. Perinteisissé ongelmissa (inversio-
kielella suorissa ongelmissa) tunnetaan ilmioon vaikuttavat syyt, ja halu-
taan tietdd seuraukset. Inversio-ongelmassa eli kadnteisessd ongelmassa ti-
lanne kddnnetddn toisinpdin: nyt tunnetaankin seuraukset, ja halutaan tie-
tad, mitka tekijat johtivat tulokseen. Seuraavassa esimerkkiné kolme inversio-
ongelmaa, joista olen itse ollut kiinnostunut.

1. Calderénin ongelma: voidaanko ihmisen sisdinen rakenne selvittia
tekemaélla sahkovirta- ja jinnitemittauksia iholla?

2. Seisminen sirontaongelma: voidaanko maan sisalta 10ytad mine-
raaliesiintymiéd mittaamalla néista sironneita daniaaltoja?

3. Matka-aikatomografia: voidaanko maapallon ytimen rakenne sel-
vittad, jos tunnetaan maanjiristysten kulkuajat maapallon l1api?

Kaikki kolme ongelmaa sisiltavét tutkittavan objektin (ihmisen keho tai
maapallo), ja tilanteen, josta saadaan mittaustuloksia eli seurauksia (sahkoi-
set mittaukset, sironneet déniaallot tai maanjéaristysten kulkuajat). Téssa ta-
pauksessa suora ongelma olisi laskea mittaustulokset, kun tutkittava objekti
tiedetddn. Kaytdnnossa hyodyllisempéaa, mutta usein my6s vaikeampaa, on
ratkaista inversio-ongelma, eli selvittad tutkittavan objektin ominaisuudet
kun mittaustulokset tiedetdan.

Monet inversio-ongelmat liittyvat mittaustilanteisiin, ja kaytannon sovel-
lukset ovatkin oleellinen osa alaa. Toisaalta tutkittavan objektin ominaisuu-
det voivat olla syvalld piilossa mittaustulosten sisillé, ja ongelmien ratkai-
semiseen tarvitaan usein vaativaa matematiikkaa. Tama teorian ja sovellus-
ten vuorovaikutus on omasta matemaatikon nakokulmastani kiehtova piirre:
inversio-ongelmat tarjoavat mahdollisuuden tehdé haastavaa matematiikan
tutkimusta aiheista, jotka nousevat reaalimaailmasta.

Minkélaista matematiikkaa ylla esitetyissd inversio-ongelmissa tarvitaan?
Yritdn kuvata tatd seuraavassa lyhyesti ja hyvin yleisella tasolla.

Kaksi ensimmaista ongelmaa liittyvit tilanteisiin, joita kuvataan differen-
tiaaliyhtal6illa. Calder6nin ongelma perustuu sidhkon johtumiseen, ja ilmio-
ta voidaan kuvata elliptisella yhtalolla (johtavuusyhtéld). Seismisessé siron-
taongelmassa taas voidaan kiyttaéd hyperbolisia yhtaloita (aaltoyhtéls). Mo-
lemmissa tilanteissa tutkittavan objektin ominaisuudet vaihtelevat paikasta
toiseen (ihmisen erilaiset kudokset, tai maan eri kivilajit), joten yhtéaléiden
kerroinfunktiot (kudoksen sdhkonjohtavuus tai maan rakenteiden danen no-
peus) riippuvat paikasta eivitka ole vakioita. Ongelmissa hyodynnetdén mo-
nipuolisesti matemaattisen analyysin ja osittaisdifferentiaaliyhtéléiden teo-
rian laajaa kalustoa, ja yhtéloiden ratkaisujen tarkka analysointi on tarkedsséa
osassa.

Kolmas ongelma voidaan muotoilla differentiaaligeometrian ongelmana.
Jos &#nen nopeus maan sisépisteessid = on c(x), ja jos y ja z ovat pisteitd
maapallon pinnalla, niin maanjaristyksen kulkuaikaa pisteestéd y pisteeseen
z voidaan ajatella lyhimmaén sellaisen geodeesin pituutena, joka yhdistasd na-
mé pisteet. Pituus lasketaan Riemannin metriikan ds? = ¢(z)2dz? suhteen.
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Asnen nopeus voi kilytinnossi riippua paikan lisiksi my6s dinen kulkusuun-
nasta, ja tdtd voidaan kuvata yleiselld Riemannin metriikalla g. Siksi matka-
aikatomografian ongelman seuraava, differentiaaligeometriasta peréisin oleva
muotoilu on luonteva myds kiytannon kannalta.

Reunarigiditeettiongelma: Olkoon (M, g) reunallinen Rie-

mannin monisto. Jos tunnetaan kaikkien reunapisteparien g,

z viliset geodeettiset etdisyydet, voidaanko maérita metriik-

ka g7
Matematiikan kiinnostavimpia puolia lienee se, ettd hyvin erilaisten ongel-
mien valilla on yllattavia yhteyksia. Taméa koskee myoOs inversio-ongelmia:
Leonid Pestov ja Gunther Uhlmann [18| 16ysivat merkillisen yhteyden reu-
narigiditeettiongelman ja Calderénin ongelman vililld, ja pystyivit ratkaise-
maan eradn differentiaaligeometrian konjektuurin kdyttadmallad hyvéksi Cal-
derénin ongelman analyysia.

3. CALDERONIN ONGELMA

Johdannossa mainittu Calderénin ongelma, joka tunnetaan myos nimell&
kadnteinen johtavuusongelma, oli seuraava:

Voidaanko ihmisen sisdinen rakenne selvittaé tekemalld siah-
kovirta- ja jinnitemittauksia iholla?

Téssé "ihmisen sisdinen rakenne"tarkoittaa kudoksen sdhkonjohtavuuden
eroja. Terve kudos johtaa sahkoéd hyvin eri tavalla kuin syopakudos, joten
menetelmad on ehdotettu mm. rintasyopakasvaimien etsimiseen.

Kuvattavaa ihmiskehon osaa voidaan ajatella R™:n rajoitettuna joukko-
na  (ihmisen tapauksessa toki n = 3), ja kudoksen séhkonjohtavuus on
positiivinen funktio v : 2 — R. Kuvattavan alueen reunalle 02 laitetaan
elektrodeja, ja néilla voidaan asettaa reunalle jannitejakauma f(z), z € 0€Q.
Tietyilld oletuksilla alueen (2 sisddn syntyva jannitepotentiaali u(z), x € Q,
toteuttaa johtavuusyhtalon

Z@x] 8xj()):o, zeq.

Kuvausmenetelméssa mitataan alueen reunalta ulos tuleva sahkoévirta, joka
on

)
7(33)8—5(33), z € 9.

Téassé du/0v(x) = Vu(x)-v(zr) on normaaliderivaatta, missé v(x) on reunan
00 yksikkéulkonormaalivektori pisteessa x.

Mittausdata on siis kuvaus Ay : f — 'yg—:ﬂag, missd f on esimerkiksi
jatkuva funktio reunalla 9€2. Inversio-ongelman matemaattinen muotoilu on
seuraava.

Calderénin ongelma: Jos tunnetaan A, (siis tiedetéén A, f

kaikille reunan jénnitekonfiguraatioille, ts. jatkuville funk-

tioille f), voidaanko tastd maarittad ?
Jos johtavuus ~ tunnettaisiin, ei olisi vaikeaa laskea johtavuusyhtalon rat-
kaisuja ja méadrittad mittauksia A,. Kdytdnnon mittaustilanteessa tunnetaan
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kuitenkin A, ja halutaan magrittaa v. On ilmeista, ettd johtavuus + riippuu
mittausdatasta A, hyvin monimutkaisella tavalla, eiké ole ollenkaan selvéé,
miten johtavuutta voitaisiin ryhtyd maarittaméan.

Miten johtavuus saadaan sitten selville? Erés ajatus on, ettd reunan jan-
nitekonfiguraatio f valittaisiin niin, ettd ratkaisu w keskittyisi annettuun
siséipisteeseen g € €2, ts. w olisi suuri xg:n lahelld ja pieni muualla. Téllais-
ten ratkaisujen avulla voitaisiin hakea v:n arvoa xg:n lahelld. Yritys tuot-
taa kuitenkin vesiperén, sillé tasapainotilassa olevalla jannitepotentiaalilla
ei voi olla jannitepiikkejd. Taméan periaatteen matemaattinen muotoilu on
ns. elliptinen maksimiperiaate: u ei voi saavuttaa maksimiarvoaan 2:n sisé-
pisteessa.

Tiedetadn siis, ettd johtavuusyhtélon ratkaisut eivat voi keskittya alueen
sisépisteeseen. Seuraava yritys, Fourier-muunnoksen innoittamana, voisi olla
keskittad ratkaisu pisteen sijasta tietylle taajuudelle. Pian kuitenkin huoma-
taan, ettd tdméakdan ei auta, silla taajuudelle £ € R™ keskittyva funktio
u = €€ ei voi olla edes vakiokertoimisen johtavuusyht#lon Au = 0 ratkaisu
(paitsi triviaalissa tapauksessa & = 0, jolloin u on vakio).

Pieni modifikaatio tuottaa kuitenkin tuloksen: jos kiytetdédn reaalisen taa-
juden & € R sijasta kompleksista taajuutta eli vektoria p € C™, on helppo
nihdi, ettd yhtalolla Au = 0 on ratkaisuja u = €. Riittis valita p siten,
ettd sen reaali- ja imagindariosa ovat ortogonaaliset ja yhta pitkat. Téllais-
ten ratkaisujen kdytto kddnteisessd johtavuusongelmassa on perédisin Alberto
Calderénilta, joka uraauurtavassa artikkelissaan [4] vuodelta 1980 muotoili
ongelman tasmallisesti ja kiytti kyseisid ratkaisuja ongelman helpomman,
linearisoidun version tutkimiseen.

Calderonin ty6 oli alkulaukaus kéénteisen johtavuusongelman tutkimuk-
selle, ja Calderonin ongelma ja muut elliptisten yhtéldiden inversio-ongelmat
ovatkin térked ja paljon tutkittu osa-alue inversio-ongelmien matemaattises-
sa teoriassa. Vuonna 1987 John Sylvester ja Gunther Uhlmann [21] ratkaisi-
vat Calderénin ongelman kahdesti derivoituville johtavuuksille tapauksessa
n > 3. Menetelméssa redusoitiin ensin johtavuusyhtéalo helpompaan Schro-
dinger-yht&l6on, joka on muotoa

(A +V(z))u(z) =0, z € Q. (1)

Téassa V :  — R on funktio, joka riippuu johtavuudesta . Sylvester ja Uhl-
mann osoittivat, ettd myos tapauksessa V' # 0 yhtalolla on ratkaisuja, jotka
muistuttavat Calderénin funktioita €. Hieman tarkemmin, Schrodinger-
yvhtélolla on ratkaisuja, jotka ovat muotoa

w(@) = en @ P(1 + r(z)),

misséd p € C™ on kompleksinen vektori kuten ylla, h > 0 on pieni parametri,
ja r(x) on virhetermi. Jos h valitaan riittéavan pieneksi niin myo6s virheter-
mi on pieni, ja ratkaisu on hyvin ldhelld Calderén-tyyppistéa funktiota s
Tallaisia ns. kompleksisia geometrisen optiikan ratkaisuja eli CGO-ratkaisuja
(CGO = complex geometrical optics) kiyttamalld saadaan johtavuus méaa-
ritettyd reunamittauksista. Samaa tekniikkaa ja sirontateorian menetelmii
kiyttaméalla Adrian Nachman [12| antoi konstruktiivisen algoritmin johta-

vuuden maaradmiseksi.
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Sylvesterin ja Uhlmannin menetelmé ei toimi tapauksessa n = 2. Kak-
siulotteisessa tapauksessa ratkaisua jouduttiin odottamaan 1990-luvun puo-
liviiliin, jolloin Nachman [13] todisti, ettd reunamittaukset maaraavit johta-
vuuden myos kahdessa dimensiossa. Todistus perustui edelleen CGO-ratkai-
suihin, mutta nyt pientd parametria h ei voinut kayttda ja ratkaisuista vaa-
dittiin enemmén informaatiota. Todistuksessa hyodynnettiin sirontateorian
tekniikoita.

Nachmanin todistus, kuten myos Sylvester-Uhlmannin todistus, vaatii, et-
ta johtavuusfunktio v on kahdesti derivoituva. Calderénin alkuperéinen kon-
jektuuri kuitenkin sanoi, etta rajoitettu ja mitallinen johtavuus (ts. v € L)
méaaraytyisi reunamittauksista. Kysymys on relevantti myos kiytdnnon kan-
nalta, silld ihmisen kudoksen sdhkoénjohtavuudessa esiintyy hyppyja, joiden
mallintamiseen derivoituvat funktiot eivat valttamatta sovellu.

Lapimurto tapahtui suomalaisten toimesta: vuonna 2003, jolloin Suomes-
sa vietettiin inversio-ongelmien teemavuotta, Kari Astala ja Lassi Paivarinta
[2] julkistivat todistuksen Calderonin konjektuurille kaksiulotteisessa tapauk-
sessa. CGO-ratkaisut ja Beals-Coifmanin sirontateoria olivat edelleen mer-
kittévissd osassa, mutta nyt niihin yhdistettiin Suomen matematiikan pe-
rinteinen vahvuusalue, kvasikonformikuvausten teoria. Jos johtavuus on vain
L*°-funktio niin CGO-ratkaisut ovat erittdin huonosti kdyttaytyvia, mutta
pitkélle hiotusta kvasikonformiteoriasta 16ytyi riittavésti tyokaluja ndidenkin
ratkaisujen hallintaan ja Calderénin ongelman ratkaisuun.

4. SCHRODINGER-YHTALON INVERSIO-ONGELMIA

Siirrytdén nyt johtavuusyhtdlostd toiseen matematiikan perusyhtdléon,
(aikariippumattomaan) Schrodinger-yht&loon, joka néhtiin jo ylla kaavassa
(1). Maaritelldén magneettinen Schrodinger-operaattori

Hay =—(V+id)?+V,

missd A = (41,...,4,) : @ — R"™ on vektorikentté (magneettinen potenti-
aali), ja V : Q@ — R on funktio (séhkdinen potentiaali). Téssd V +iA on ns.
magneettinen gradientti. Jos A = 0, niin Hyy = —A 4V, eli saadaan ta-
vallinen Schrodinger-operaattori. Yleisemmin, laskemalla auki H 4y :n méa-
ritelméssé oleva nelié saadaan

0

L LA A—iV-A
8$j—|-( iV-A+V)

n
HA,V =—-A— 2iZAj(x)
j=1
Kyseessa on siis Laplace-operaattori, jota on hiiritty ensimmaéisen ja nollan-
nen kertaluvun termeilla.
Analogisesti johtavuusyhtdlon kanssa, myos magneettiselle Schrodinger-
operaattorille voidaan méaaritelld reunamittaukset

Agv:fr (V+iA)u - v|sq,

missé v toteuttaa yhtdlon H4 yu = 0 reuna-arvoilla ulgg = f. Siis Ag, v ku-
vaa reunalla méaritellyn funktion f sitd vastaavan ratkaisun magneettiseksi
normaaliderivaataksi. Inversio-ongelmassa halutaan saada tietoa kertoimista
A ja V, jos reunamittaukset A4y tunnetaan.
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Miksi tutkia Schrédinger-yhtélon inversio-ongelmia? Kvanttimekaniikassa
aikariippumaton Schrodinger-yhtélé on perustyokalu, jolla kuvataan hiuk-
kasten sidottuja tiloja ja sirontaongelmia. Edelld annettu inversio-ongelma
osoittautuu ekvivalentiksi tiettyjen sirontaongelmien kanssa, joissa halutaan
saada tietoa sirottajasta, esim. atomin ytimesté, sirontamittausten avulla.
Kiintedn energian sirontaongelmia on pystytty tutkimaan kéyttamalld Schro-
dinger-yht&lon inversio-ongelman ratkaisutekniikoita.

Schrédinger-yhtéld on hyddyllinen muistakin syista: kuten ylla néhtiin,
johtavuusyhtdlon inversio-ongelma voitiin palauttaa Schrodinger-yhtaloon
(=A+V)u = 0. Osoittautuu, ettd samanlainen reduktio voidaan tehdé vai-
keammillekin yhtéloille, tai yhtaloryhmille. Esimerkiksi Calderénin ongelmaa
vastaavan Maxwell-yhtéloiden inversio-ongelman voi palauttaa Schrodinger-
yhtdloon matriisipotentiaalilla (Maxwell-yhtéléiden inversio-ongelman rat-
kaisivat Petri Ola, Lassi Péivérinta ja Erkki Somersalo [16]). Reduktion fysi-
kaalinen tulkinta ei aina ole helppoa, mutta téssd ndhdasankin erds matema-
tiikan vahvuuksista: kun reaalimaailman ongelma mallinnetaan matemaatti-
sesti, lahtokohdan voi ainakin osittain unohtaa ja ongelmaa voi tutkia kéyt-
tamalla abstrakteja matemaattisia tyokaluja. Parhaassa tapauksessa ndmé
johtavat alkuperéisen ongelman ratkaisuun.

Kaikkia yhtéloita ei voida palauttaa Schrodinger-yhtaloon (—A+V)u = 0.
Osoittautuu kuitenkin, ettd monet lineaaristen yhtéléiden inversio-ongelmat
(esim. elastiikan yht&lot, Dirac-yhtalot, Maxwellin yhtélot kiraalisessa valiai-
neessa) palautuvat Schrodinger-matriisiyht&loon, jossa on ensimmaéisen ker-
taluvun termi. Mallina voidaan siis kiyttdéd ylldolevaa magneettista Schro-
dinger-operaattoria H4 vy .

Magneettisen Schrédinger-operaattorin erés perusominaisuus on mittain-
varianssi (= yhtaloon sisdltyvi algebrallinen rakenne): jos ¢ : € — R on
funktio, helposti ndhd&éan, etté

e_i“’HA,V (ewu) = Hyyvpvu. (2)

Siis kerroin A voidaan vaihtaa uudeksi vektorikentdksi A + V¢ kertomal-
la harmittomalla eksponenttifunktiolla. Jos lisiksi ¢|go = 0, ndhdaan ettd
tAma mittamuunnos siilyttdd reunamittaukset:

Aayveyv =Aay. (3)

Inversio-ongelmassa on annettu reunamittaukset A4y, ja tehtévinéd on méaa-
ratd kertoimet A ja V. Selvisti A4y voi masrata vektorikentdn A korkein-
taan gradienttia vaille. Tarkastellaan siis A:n sijasta magneettikenttdi dA.
Jos n = 3 niin dA on roottori V x A, ja yleisesti dA on A:ta vastaavan 1-
muodon ulkoderivaatta. Koska d(A + V¢) = dA, inversio-ongelma voidaan
asettaa seuraavasti.

Magneettisen Schrédinger-yhtilon inversio-ongelma:
Olkoon A : 2 — R vektorikenttd ja V : 2 — R funktio. Jos
reunamittaukset A4y on annettu, mairdd magneettikentta
dA ja sdhkoinen potentiaali V.
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Viitoskirjani késitteli tdta inversio-ongelmaa, mutta mutkan kautta. Kun
olin jatko-opiskelija Oulun yliopistossa, minulle tarjoutui mahdollisuus viet-
tda vuosi Seattlessa Gunther Uhlmannin ohjauksessa. Aloitin vaitoskirjatut-
kimukseni Seattlessa kevailld 2003, ja aiheeksi Uhlmann (joka toimi vaitos-
kirjani ohjaajana Lassi Paivirinnan kanssa) ehdotti Calderonin ongelmaa
C'-johtavuusfunktioille tapauksessa n > 3. En kuitenkaan pystynyt sano-
maan aiheesta juuri mitdén. Ongelman vaikeus oli ohjaajilla luultavasti tie-
dossa, ja heilla oli varasuunnitelma: menetelméat saattaisivat antaa uusia
tuloksia magneettiselle Schrodinger-yhtélolle. Nédin onneksi kavikin.

Esittelen lopuksi muutamia tuloksia magneettisen Schrodinger-yhtalon
inversio-ongelmista. Viittauksissa ei pyrita téydellisyyteen, ja tarkempia lah-
detietoja 16ytyy annetuista artikkeleista.

Seuraavassa {2 C R"™ on rajoitettu, avoin, yhdesti yhtendinen joukko jolla
on C'*°-reuna, jan > 3. Lisdksi A : Q@ — R" on vektorikentté, ja V € L>(Q)
on sdhkoinen potentiaali. Kuten Calderénin ongelmassa, voidaan kysyé, mitéa
sddnnollisyysoletuksia vektorikentéltd A vaaditaan, jotta dA saadaan méaé-
rattyéd reunamittauksista.

Seuraava lause on erds viitoskirjani paatuloksista. Tulos kertoo, etté reu-
namittaukset A4y maardavat yksikasitteisesti Dini-jatkuvaa potentiaalia
vastaavan magneettikentan.

Lause 1. [20] Olkoot A;, Az Dini-jatkuvia vektorikenttid (:ssa. Jos Aa, v, =
AAQ,V27 niin dA1 = dA2

Funktio f : Q@ — R on Dini-jatkuva jos |f(x) — f(y)| < w(|x — y|), missd
w : [0,00) — [0,00) on jatkuva, kasvava funktio, joka toteuttaa ehdot

w(0) = 0, /Olwit)dt@o.

Kyseessa on siis heikko, Holder-jatkuvuutta lievempi jatkuvuusoletus.

Lauseen todistus perustuu CGO-ratkaisujen kidyttoon, kuten Calderénin
ongelman tapauksessa. Magneettiselle yhtélolle CGO-ratkaisujen 16ytami-
nen ei kuitenkaan ole helppoa, silla magneettinen termi A ei ole Laplace-
operaattorin harmiton h&irié. Termi voitaisiin yrittda poistaa mittamuun-
nosta (2) kiyttamalla, mutta talld tavalla A:han voidaan vain lisité gradient-
teja eiké koko termi poistu. Ongelman ratkaisivat Uhlmann ja Gen Nakamu-
ra [15]: korvaamalla eksponenttifunktiot e’¥ yleisemmilld pseudodifferenti-
aalioperaattoreilla, saadaan erdénlainen pseudodifferentiaalinen mittamuun-
nos, jolla termi A voidaan hévittda. Menetelmé toimii, jos vektorikentét ovat
hyvin sdannollisia. Lauseen 1 todistuksessa Nakamuran ja Uhlmannin mene-
telma yleistetddn tapaukseen, jossa vektorikentét ovat vain jatkuvia.

Lauseen 1 todistus ei ole konstruktiivinen, eli se ei anna algoritmia, jolla
magneettikenttd dA voitaisiin saada selville mittaustuloksista A 4y. Seuraa-
va tulos korjaa tdmén ongelman ja antaa konstruktiivisen algoritmin.

Lause 2. [19] Jos A on jatkuvasti derivoituva vektorikenttd (2:ssa, niin dA
voidaan madrittdd mittauksista Ay y .
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Tapauksessa A = 0 (joka vastaa Calderonin ongelmaa) on jo kauan tun-
nettu Nachmanin menetelmé [12], jolla V' voidaan laskea Aq v :sta. Magneet-
tikentille tallaista tulosta ei ollut, silla edelld mainitussa Nakamuran ja Uhl-
mannin menetelméssd on mystinen puute: se ei anna minkdanlaista yksika-
sitteisyyttd saaduille CGO-ratkaisuille. Tdméa estdd Calderonin ongelmassa
niin hyodyllisten sirontateorian tekniikoiden kiyton. Lauseen 2 todistuksessa
tdmé puute poistetaan menemélld syvemmalle pseudodifferentiaaliteoriaan,
missé mallia otetaan epélineaaristen Schrodinger-yhtéloiden tuloksista [9],
joissa esiintyy samantyyppisid ongelmia.

Kolmas tulos koskee alueen {2 reunan sdannollisyytta. Jos reuna on epa-
sadnnollinen, inversio-ongelmassa riittdda monesti méaarittad kerroinfunktion
arvot reunalla 9€2, ja tdmén jalkeen ongelma palautuu siledn reunan tilantee-
seen. Siledissd tapauksessa reuna-arvojen méarddminen onnistuu taas pseu-
dodifferentiaalioperaattorien avulla: reunamittausoperaattori A 4y osoittau-
tuu téllaiseksi operaattoriksi, ja A:n reuna-arvot voidaan madrittdd A4y :n
symbolista. Tamén todistivat Nakamura, Sun ja Uhlmann [14]. Epésiledlla
reunalla tekniikka ei endéd suoraan toimi, mutta reuna-arvot pystytdan silti
maarittamaan.

Lause 3. [3] Jos Q:n reuna on C! (ts. 9§ voidaan lokaalisti esittiid jatku-
vasti derivoituvan funktion graafina), niin A4y méérdad A:n tangentiaaliset
komponentit reunalla.

Mittainvarianssi (3) osoittaa, ettd vain A:n tangentiaaliset komponentit
voivat médraytyd A4 y:sta. Lauseen 3 todistuksessa kerrointen reuna-arvot
saadaan maaridttya kiyttamaélla tietynlaisia, annettuun reunapisteeseen kes-
kittyvida CGO-ratkaisuja, jotka oskilloivat vahvasti reunalla. Magneettises-
sa tapauksessa tarvitaan ratkaisujen pisteittéisid arvioita, jotka osoitetaan
kiyttamalla Hardy-Littlewoodin maksimaalifunktiotekniikkaa ja Jerisonin ja
Kenigin [8] teoriaa harmonisille funktioille epésileissi alueissa.

Viimeinen tulos koskee tilannetta, jossa reunamittaukset tehdéén reunan
osajoukolla I' C 9. Tilanne on luonteva esimerkiksi Calderénin ongelmassa,
silld yleensé koko tutkittavaa kehon osaa ei voi peittéa elektrodeilla. Osittais-
ten mittausten ongelmassa on viime vuosina tapahtunut merkittavaa edistys-
té, kun Kenig, Sjostrand ja Uhlmann [10] osoittivat, ettd sdéhkovirtamittauk-
set pienessi osajoukossa I riittévit johtavuuden méaarittamiseen (jannitettéd
tosin téytyy syottdd suuremmassa joukossa). Todistus toi uusia menetelmia
muihinkin ongelmiin, ja osoitti ruotsalaisen Torsten Carlemanin mukaan ni-
mettyjen Carleman-painofunktioiden keskeisen aseman inversio-ongelmissa.

Seuraava lause sanoo, ettd mittaukset pienelld reunan osajoukolla I' C 92
riittavit myos yleisille magneettisille operaattoreille.

Lause 4. [11] Olkoot A; ja Ay Holder-jatkuvia. Jos Aa, v, flr = Aa, v, fir
kaikille reuna-arvoille f, niin télléin dA; = dAs.

Téssé I' on “pieni” siinéd mielessé, ettd jos 2 on esimerkiksi konveksi, niin
mielivaltaisen pieni joukko riittdd. Dos Santos Ferreira, Kenig, Sjostrand ja
Uhlmann [5] todistivat tuloksen riittdvan sdénnollisille vektorikentille Ay,
Ao. Holder-jatkuvassa tapauksessa tapahtuu tietyssd mielessd sama ilmio
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kuin Astalan ja Péivirinnan todistuksessa Calderénin konjektuurille: CGO-
ratkaisut kiyttaytyvat huonosti, jos kertoimet eivét ole riittavéin sdannollisia.
Nyt kuitenkin artikkelien [5], [10] Carleman-tekniikat voidaan yhdistda Na-
kamuran ja Uhlmannin pseudodifferentiaalimenetelméén, ja Lause 4 voidaan
todistaa my6s Holder-jatkuville kertoimille.

5. AVOIMIA ONGELMIA

Kuten ylla ndhtiin, Schrodinger-yhtalon inversio-ongelmista tapauksessa
n > 3 tiedetddn jo paljon. Kasitelldan lopuksi muutamia kysymyksié, joiden
vastausta ei tunneta.

Calder6onin ongelman L*°-johtavuuksille ratkaisivat siis Astala ja P&iva-
rinta kahdessa ulottuvuudessa. Jos n > 3, tiedetddn, ettd reunamittaukset
A, médraavadt johtavuuden -, jos y:lla on tietyssé mielessé 3/2 derivaattaa
[17]. Seuraava kysymys, jossa johtavuudet oletetaan vain jatkuvasti derivoi-
tuviksi, oli alkuperéinen viitoskirjaongelmani.

Avoin ongelma 1. Olkoon 2 C R" rajoitettu avoin joukko, jolla on C'>°-
reuna, ja n > 3. Olkoon 1,72 € CY(Q), ja v1(x) > ¢, v2(x) > ¢ jollekin
¢ > 0. Olkoon A,, = A,,. Osoita, ettd v, = 2.

Tapauksessa n = 2 Schrédinger-yhtédlé on osoittautunut vaikeammaksi
kuin Calderénin ongelma. Edes hyvin sddnnéllisen sdhkoisen potentiaalin
yksikasitteistd madraytymistd reunamittauksista ei tiedeta.

Avoin ongelma 2. Olkoon 2 C R? rajoitettu avoin joukko, jolla on C>-

reuna. Olkoot Vi, Vs € C%(Q), ja Aovi = Mo,v,. Osoita, ettd Vi = Va.
Seuraava ongelma liittyy tapaukseen, jossa johtavuus on anisotrooppinen,

eli v riippuu paikan lisdksi my6s suunnasta. Talloin funktio (z) korvataan

symmetriselld matriisilla y(z) = (77%(z)), ja tarkastellaan yhtiloa

> G g =0 aeo

k=1 Oz,

Oletetaan elliptisyysehto: jollekin ¢ > 0 pétee Z?,k:l 7k (2)€€ > ¢|€]? kun

x € Q, £ € R™ Voidaan miéritelld reunamittaukset

n
- U
At fe 30 PG @na)
7,k=1
missé u toteuttaa anisotrooppisen johtavuusyhtilon reuna-arvoilla u|gq = f.
Anisotrooppisessa tapauksessa koko johtavuusmatriisia (/%) ei voida méri-
td reunamittauksista A, vaan pétee diffeomorfismi-invarianssi: Ay, = A,
missé ¢ : Q@ — Q on diffeomorfismi, joka jatkuu reunalle siten etté ¢|sq = id.
Téassé 1,y on matriisin v pushforward. Seuraava tulos tunnetaan jos n = 2
[1], [13], mutta tapaus n > 3 lienee alan merkittévimpid avoimia ongelmia.

Avoin ongelma 3. Olkoon 2 C R" rajoitettu avoin joukko, jolla on C'>°-
reuna, jan > 3. Olkoot 1, 72 matriiseja, joiden alkiot ovat C°°(£2)-funktioita
ja jotka toteuttavat elliptisyysehdon. Olkoon A,, = A,,. Osoita, ettd vy =

141 jollekin diffeomorfismille ¢ : Q@ — Q jolle ¥|sq = id.
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LIITE. DIFFERENTIAALIYHTALOISTA

Sahkon johtumista voidaan kuvata differentiaaliyhtélsilla. Aloitetaan néi-
den alkeista. Mainittakoon, ettd tassd artikkelissa kasitelladn vain lineaa-
risia yhtaloitd. Inversio-ongelmissa mittaukset riippuvat tutkittavista omi-
naisuuksista kuitenkin yleenséd epélineaarisesti, ja inversio-ongelmat line-
aarisillekin yhtéaldille ovat haastavia. Epélineaaristen yhtéléiden inversio-
ongelmista tiedetdéan vain vdhén, ja niihin liittyy kiinnostavia kysymyksié.

Jo Newtonin ajoista tiedetdéan, etta toisen kertaluvun derivaatat ovat hyo-
dyllisid monien ilmididen kuvaamisessa. Kun tutkitaan moniulotteisia kap-
paleita (kuten ihmiskehoa), niin toisen kertaluvun derivaattoja on monen-
laisia: jos u on funktio R™ — R, niin 69225?% (1 < j,k < n) kdyvit. Eréds
hyodyllinen "toisen kertaluvun derivaatta” on Laplace-operaattori A, joka
maéritellaan

n
9%u

- 2
x4
j:1a J

Laplace-yhtélolla —Awu(z) = 0 voidaan kuvata tasapainotilassa olevaa sih-
koisté jannitepotentiaalia tai lampdjakaumaa.
Tarkastellaan epahomogeenista Laplace-yhtaloa

—Au(x) = f(x), x e R™

Kun oikea puoli f(z) on annettu, halutaan 16ytéé (erés) ratkaisu u(x). Tadma
onnistuu palauttamalla differentiaaliyhtdlé algebralliseen yht&loon, joka on
helpompi ratkaista. Sopiva tyokalu tdhén tarkoitukseen on Fourier-muunnos.

Fourierin ajatus oli, ettd funktiot on monesti hyodyllistd kirjoittaa yk-
sinkertaisten peruskomponenttien summana. Tarkemmin, riittdvan sdannol-
linen funktio f : R — R voidaan kirjoittaa peruskomponenttien €™ jat-
kuvana summana (=integraalina), missd £ € R"™ on taajuus. Jos n = 1,
niin €€ = cos(éx) + isin(éx) on taajuudella ¢ € R virihtelevien sini- ja
kosinifunktioiden yhdistelma.

Riittavan sadnnollisen funktion f Fourier-muunnos on

foo= [ eip@dn  cer

ja f voidaan kirjoittaa peruskomponenttien e integraalina kiyttamalli
kdanteistad Fourier-muunnosta
f@) = @0 [ e weRn
Rn

Fourier-muunnos muuntaa derivaatat polynomeilla kertomiseksi: on help-
po ndhda, etta (%)A(é) = i&; f(€). Ottamalla epdhomogeenisen Laplace-
yhtélon molempien puolien Fourier-muunnokset saadaan (ainakin formaalis-
ti)

—Au(z) = f(x)
a(€) = f(¢)
= wE) = 218
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Askeleet voidaan perustella, ja viimeinen rivi antaa ekplisiittisen kaavan yh-
talon —Awu = f ratkaisulle.

Monesti differentiaaliyhtéloitéd kisitellddn rajoitetuissa alueissa (kuten ih-
misen keho tai maapallo). Téll6in voidaan tutkia reuna-arvo-ongelmaa

—Au =0 Q:ssa,
U =g oQ:lla.

Téassd Q C R™ on rajoitettu avoin joukko, jonka reunalle 02 tehddén mo-
nesti sileysoletuksia. Sanotaan, ettd reuna on C* (tai C*), jos 9§ voidaan
jokaisen pisteen ldhelld esittdé jonkin C°°-funktion (tai C*-funktion), ts.
mielivaltaisen monta kertaa (tai k kertaa) jatkuvasti derivoituvan funktion
graafina.

Reuna-arvo-ongelman ratkaisu onnistuu myos Fourier-muunnoksen avulla,
silld ongelma voidaan muuntaa muotoon

—Au=gdS R':ss4,

missd ¢ on funktio 9€2:lla, ja dS on reunan 02 pintamitta (ts. Hausdorff-
mitta, joka téassd tapauksessa voidaan myos maaritelld alkeisgeometrisesti).
Ratkaisemalla tdmé yhtélé Fourier-muunnoksen avulla saadaan funktio wu,
jolle patee —Au = 0 :ssa ja jonka arvot 0Q:lla riippuvat g:n valinnasta.
Osoittautuu, ettd g voidaan valita tietyn reunalla J€) méaritellyn integraa-
liyhtdlon ratkaisuna, ja néin saadaan u = g reunalla 9f). Tétd kutsutaan
kerrospotentiaalimenetelmdksi.

Laplace-yhtélollda —Awu = 0 voidaan kuvata vain tilanteita, joissa tutkitta-
van objektin ominaisuudet ovat tdsmalleen samat jokaisessa pisteessd. Rea-
listisissa tilanteissa (kuten ihmisen keho tai maapallo) ominaisuudet vaihte-
levat eri pisteissa, ja tdlloin —A voidaan korvata ei-vakiokertoimisella ope-
raattorilla P, joka maéaritellaan

= 0%u
Pu(z) = - Z ajk(x)m(fﬂ)-
4.k=1 3Yk

Voidaan olettaa, ettd aj; ovat C*°-funktioita tarkasteltavassa alueessa, ettd
ajx = akj, ja ettd kertoimet toteuttavat elliptisyysehdon: jollekin ¢ > 0

n

> ap(@)gé > o€, £ €R", kaikilla .
k=1

Siis matriisi (a;,(x)) on symmetrinen ja positiividefiniitti kaikilla z. Ellipti-
syysehto takaa sen, ettd operaattori P kiyttdytyy jokseenkin samalla tavalla
kuin —A.

Halutaan ratkaista elliptinen yht&lo

Pu=f

alueessa (2 tai R™:ssé. Tdhén on useita tapoja, joita esitelladn mm. kirjassa
Gilbarg-Trudinger [6]. Toisin kuin yll4, Fourier-muunnos ei néyttéisi olevan
kovin hyodyllinen ei-vakiokertoimisen yhtéalon ratkaisemisessa, silla lausek-
keen Pu(x) Fourier-muunnoksessa kertoimet a;j, jadvit muunnoksen sisélle.
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Fourier-tekniikoita on kuitenkin mahdollista kiyttda myos tdssa tapauk-
sessa. Yksinkertainen lasku, jossa funktio u kirjoitetaan kidnteisen Fourier-
muunnoksen avulla, osoittaa, etta

Pufe) = Pliem) ™ [ e<ale) g = 2m) " [ Ple9ate) de
—(2n) " [ ey, )ale) de

missd p(x,§) = sz:l ajr(x)&;&, on operaattorin P symboli. Analogisesti
kaavan (4) kanssa, yhtdlon Pu = f ratkaisua voitaisiin hakea muodossa

u(z) = Qf(x), missd

_ —n ix-€ 1
Qf@) = m [ e de

Téassa @ on pseudodifferentiaalioperaattori. Osoittautuu, ettd u = Q f ei ole
yhtalon Pu = f tarkka ratkaisu, mutta lahelld sellaista. Oleellista on, etta
tille likim&araiselle ratkaisulle on eksplisiittinen lauseke, ja oikean ratkai-
sun monet ominaisuudet (esimerkiksi ns. singulariteetit) ndhdéén tésta tai
vastaavista lausekkeista.

Yleisesti, pseudodifferentiaalioperaattori (PDO) on operaattori A muotoa

Af(@)= 20" [ e Cale, ) f(€) de

n

missé symboli a(z, ) voi olla varsin yleinen, {&-muuttujan polynomien tai
niiden kddnteisfunktioiden tavalla kiyttdytyva objekti. PDO:t muodostavat
laajan operaattoriluokan, joka siséltdd lineaariset differentiaalioperaattorit
ja elliptisten yhtéloiden likiméaraiset ratkaisuoperaattorit. Erityisen kiytto-
kelpoisen luokasta tekee PDO-kalkyyli: kahden PDO:n yhdistetty operaat-
tori on edelleen PDO, ja PDO:t ovat jatkuvia operaattoreita L2-pohjaisissa
avaruuksissa. Vastaavan kalkyylin voi méaritelld myos monistoilla, ja se tar-
joaa luonnollisen asetelman mm. Atiyahin ja Singerin indeksiteorialle. PDO-
menetelmien kattava lihde on Hérmander [7].

PDO-teoriaa voidaan pitad Fourier-tekniikoiden yleistyksené ei-vakioker-
toimisille yhtéldille. Toisaalta teoria tarjoaa joustavan operaattoriluokan, jo-
ta voidaan hyodyntdd matemaattisessa analyysissé silloin kun muut ope-
raattorit loppuvat kesken. Lisdksi PDO:t mahdollistavat ns. mikrolokaalin
ldhestymistavan. Sen sijaan, ettd funktioita ja yhtéloitd tarkasteltaisiin vain
r-muuttujan suhteen, tai ettéd otettaisiin Fourier-muunnos ja suoritettaisiin
analyysi &-puolella, nyt voidaankin kasitelld z- ja &-muuttujia yhtdaikaa. Ta-
mé yksinkertainen ajatus on osoittautunut vahvaksi tyokaluksi differentiaa-
liyhtaldiden teoriassa, ja mikrolokaali ajatustapa on ollut erittdin hyddyllinen
monien inversio-ongelmien tutkimuksessa.
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