Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Analyysi kvaternioilla ja Cliffordin algebroissa

Ratkaisuehdotuksia harjoitukseen 6
Seuraavissa I' = 0f).

1. Dirichlet’n ongelmat ja hyppyongelmat:

Ongelma 1: Olkoon g € C%¢(T"). Lausee 7.3. kohdan (1) nojalla f = K,g toteut-
taa Ongelman 1 jos ja vain jos g = P,g. Lisdksi ratkaisu on yksikésitteinen, miké
havaitaan seuraavasti. Olkoon fvtoinen ongelman ratkaisu. Télloin Cauchyn kaavan

nojalla K,g = falueessa QF ja siis
f_f:Kag_Kag:Q

Ongelma 2: Kuten ongelmassa 1 havaitsemme, ettéd ratkaisu on olemassa ja yksiké-
sitteinen (kun oletamme radiaatioehdon (6.4)) kun g = Q.g ja f = —K,g. Ilman
radiaatioehtoa (tai vaihtamalla radiaatioehdon toiseksi) voimme 10ytéd muitakin rat-
kaisuja, joten oletamme nyt ettd radiaatioehto (6.4) on voimassa (kuten varmaankin
oli tarkoitus).

Ongelma 3: Kirjoitetaan nyt g = Ig = (P, + Q4)g. Ongelmien 1 ja 2 avulla havait-
semme, ettd jos valitsemme f* = K,P.g ja f~ = K,Qug, niin f* € ker d,(Q%)
ja

(f" = I = Pag — (=Qug) = g,

joten olemme loytédneet ainakin erdén ratkaisun. Koska ratkaisut ovat yksikésitteisié,

niin tdmaékin ratkaisu on yksikésitteinen.

2. Dirichlet’n ongelma pelkilli reaalidatalla (piti olla skalaariosalla...):
Merkitadn f = fy + fy. Oikea tehtédva olisi ollut

Oaf =0 alueessa (2,
sc(f) = fo=g reunallaT.
Nyt O,f = =V - fy + Vfo + V X fy, joten yhtélo on sama kuin
afo—V-fyr=20 alueessa 2,

afy +Vio+V x fiy =0 alueessa Q,
fo=y9 reunalla I'.



Jos fy = Vu jollakin skalaarifunktiolla u: R?* — C, niin V x f;; = 0. Téll6in yhtilo

voitaisiin kirjoittaa muodossa

afo—Au=0  alueessa (Q,
V(ou+ fo) =0 alueessa €2,
fo=g reunalla I'.

Koska V(au+ fo) = 0, niin cu+ fo = C eli u = C/a— fy/a. Siispa tehtéva palautuu
muotoon

afo+atAfo=a Y (A +a?)fo =0 alueessa €,

fo=gyg reunalla I'.

Lauseen 6.4. ja sen jilkeisen huomautuksen nojalla yhtils (A + o?)fo = 0 on yhté-

pitdvii sen kanssa, ettd fo = vt + v, missd v € ker 914 () ja edelleen
1 1
v" =F—Vfo+ = fo
2a 2

Kysymys palautuu siihen, etti voimmeko esittdi reunadatan g muodossa g = gt +g7,
missi ¢g& = Piogt. Tamé on jo vaikeampi kysymys ja osoittautuisikin, etti vastaus
riippuu « seké g:sté. Jos Sa > 0, niin jako onnistuu aina ja on yksikésitteinen. Kun
a € R\ {0}, niin toisilla « jako onnistuu riippumatta g:sti ja on yksikésitteinen,
mutta lopuilla «v (joita on numeroituvasti ddrettémén monta) jaon onnistuminen (ja
siis ratkaisun olemassaolo) riippuu g:sté ja ei ole vilttamaitta yksikésitteinen.

Mutta jos esimerkiksi ¢ = P,g tai ¢ = P_,g, niin voimme valita toiseksi jaon
tekijéksi nollan. Siis luennoilla kaydyilld tuloksilla voimme ratkaista tehtdvén ainakin
néissd tapauksissa. Koska tieddmme, ettd P,1 = 1 aina, niin jos g on vakiofunktio,
niin ratkaisu on ainakin tall6in mahdollinen.

Mutta kaikissa tapauksissa missé ratkaisu fy voidaan 16ytéé, niin varsinainen f ei
kuitenkaan ole yksikiisitteinen, silli f = fo+a 'V fo+C’, missi C’ on mielivaltainen
vakio.

Varsinainen tehtdvananto voidaan ratkaista samaan tapaan olettamalla esimer-
kiksi, ettd P,g = ¢ ja asettamalla f = K,g + iC'1. Télloin J,f = 0 alueessa (2 ja
reunalla f = g +1C1, joten Re f = ¢g. Ratkaisu ei ole yksikésitteinen, silla vakioksi

C voimme valita minka tahansa reaalisen kvaternion.

3. Riemannin—Hilbertin ongelman erikoistapaus kvaternioille:



Kun G = ¢ on vakiokvaternio, niin merkitééin f~(z) := f~(2)q. Tallsin kvaterniotu-

lon liitdnnaisyyden johdosta

Ouf™ = 0u(f q) =Y Oker(f q) + (af )g = (Z&mf‘)q +(af7)a
= (0af")g=0

ulkoalueessa 2~. Siis ongelma palautuu tehtdvéin 1 ongelmaan 3. jonka mukaan on
olemassa yksikisitteiset fT ja f_ joilla on hyppy ¢ reunalla. Nyt varsinainen kysy-
mykseen joudumme tarkastelemaan tilannetta missd ¢ € G tai ¢ € G. Jos q ei ole
nollanjakaja, niin voimme jakaa ¢:114 oikealta, joten f~ = f_q_l on yksikésitteinen.
Siis télloin ongelmalla on yksikésitteinen ratkaisu.

Jos taas ¢ on nollanjakaja, niin g¢g* = 0. Jaamme tarkastelun kahteen osaan:
g = P,g ja g = QQ,g. Yleinen tapaus saataisiin néistd summaamalla mahdolliset
ratkaisut.

Jos nyt ¢ = P,g, niin fv_ = K,Q.g = 0, joten voimme valita f~ = 0. Toi-
saalta f_ = f7q, joten myos valinta f~ = ¢* kévisi. Siispd ratkaisu ei ole talldin
yksikésitteinen.

Jos taas g = ), g, niin kertomalla ehdon
ff=ratg
oikealta ¢*, niin saamme uudeksi ehdoksi
ftq* = gq*, ja merkitiin T = 3.
Suoraan laskemalla ndemme, etti

9=29q" = (Qu9)q" = Qua(94") = Qug-
Talloin ongelmalla
9.t =0 alueessa QF

ft*=3 reunallaT

on ratkaisu ainoastaan silloin, kun g = P,g = P,Q.g9q¢" = 0. Mutta t&lloin f* =0
koko alueessa Q2. Kuten edelld havaitsimme, niin voimme valita ratkaisuksi f+ = Cq*,

missd C' € C on mielivaltainen vakio. Siis alkuperédinen ongelma voidaan muotoilla

3(;}: =0 alueessa 2~
J?_ =g —Cq" reunalla I’



Koska nyt g—Cq* = Q.(g—Cq"), niin talld ongelmalla on yksikésitteinen ratkaisu f_
alueessa {2~ Ongelman 2. nojalla. Kuitenkaan funktiota f~ ei voida yksikésitteisesti
médrité, jos f~ olisi eréis ratkaisu, niin myos f~ + Cq* kelpaisi, silld f~¢ — (f~q +
Cq*q) = 0.

Siispé alkuperiiselld ongelmalla ei ole yksikésitteistd ratkaisua, jos g on nollan-

jakaja.



