Rahoitusteorian vilikokeen ratkaisut , (21.10.08),

Diskreetti todenndkéisyysavaruudessa 2 = {wi,ws, w3} , jossa P({w1}) = 0.6,
P({wy}) = 0.1, P({ws}) = 0.3, olkoon satunnaismuuttujat S°(w), S*(w) osakkeiden
arvot hektella ¢ = 1 yhden periodin markkinamallissa. Huomataan etta ei ole muita
instrumentteja kaytossa, siis ei pankkitilia deterministisella tuotolla ei voi kayttaa.

Osakkeiden hinnat hetkelld t = 0 ovat 7° = 7! =1,

ja hetkelld £ = 1 ovat satunnaisia, arvoilla

S%wy) = 1.8, S%wp) = S%ws) = 0.8,
S'(wy) = 0.6, S'(wsy) =16, S*(ws)=0.8.

1) Valitse S° numeriérina. 16yda kaikki eqvivalentti-riskineutraali mittoja Q@ ~ P,
ja vastaa perustelemalla kysymyksiin : Onko markkinamalli arbitraasivapaa 7 Onko

markkinamalli taydellinen ?

Olkoon Q({w;}) = ¢; > 0.
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Siis

Q=1{Q. = (u, gu, 1— gu) cu € (0,3/5)}

on P-eqvivalenttien riskineutraalimittojen joukko S°:n numerairin suhteen.

Koska on olemassa erildisia riskineutraalimittoja ) € Q seuraa ettd malli on arbi-
traasivapaa mutta ei taydellinen.

2) Loyda myos kaikki eqvivalentti-riskineutraali mittoja @ ~ P numeraarilla S*.



Q ~ P on riskineutraali S' numeraarin suhteen jos ja vain jos
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Tisté seuraa ettd jos Q = (g1, 2, g3) € Q on riski neutraali S° numeréérin suhteen,

vastaava Q = ({y, Go, G3) jossa

G = ¢ Z(w;)
on riski neutraali S! numeriirin suhteen. Nimi mitat muodostuvat joukon

3=1{0, = (u%, gu - gu) cue(0,3/5)} = {(v,4v,1 — 50) : v € (0,1/5)}

Vaihtoehtoisesti olisimme myos voineet ratkaistaa suoraan systeemin tuntemat-
tomille ¢; > 0,7 =1,2,3,
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Edellisessd markkinamallissa, olkoon X (w) := 1(w = w;) digitaali-optio, jolla het-

kelld t = 1 saa arvoa 1 jos ja vain jos w = wy, 0 muuten.
3) Laske arbitraasivapaa hintojen joukko digitaali-optiolle X (w).

Otetaan numeréarina S°. Option hinta ¢(X) on arbitraasivapaa jos ja vain jos
c(X) = moEq(X/S°) jollekin Q € Q
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siis
1

c(X) e C(X)={ub/9:ue(0,3/5)} =0, §)

Tarkastellaan nyt laajennettu osakemalli jolla digitaali-optiolle X (w) hetkelld ¢ = 0
on sovittu arbitraasi alkuhinta ¢(X) = 0.2.

4) Osoita etté laajennettu markkinamalli (S°, S*, X; 7% 7', ¢(X)) on arbitraasi va-

paa ja taydellinen.

Koska ¢(X) = 0.2 = u*5/9 jossa u* = 9/25 € (0 3/5)
Riski neutraali mitta Qu- = (¢f,¢5,¢5) = (u*, 3u*, 1 — 3u*) = (5, 5, 2/5) € Q on
= 0.

6
3 ) 257
2), (numeraérin

aino riskineutraali mitta markkinmallissa (S°S*, X; 70 7t ¢(X)
S%n suhteen).

Tasta seuraa ettd markkinamalli on arbitraasivapaa ja taydellinen.

5) Laske hinta-ja suojaus strategia toiselle digitaalioptiolle Y (w) := 1(w = wy)
laajennetussa markkinamallissa (S°, S, X; 7% 7!, ¢(X)).

Y :n vaateen yksikasitteinen hinta on

i 6 10
oY) =Eq,.(Y/S))7" = ¢5/S°(w,) = 58 3/10=10.3

Suojausstrategia 1oytyy ratkaisemalla lineaarisen systeemin
M0S° (wi) + mS*H(wi) + mX (wi) =Y (wy) ,91=1,2,3
siis
1.8 + m0.6 + n = 0

7']008 + 77116 =

jolla on ratkaisu (g, n1,m2) = (—5/4,5/4,3/2).
Voidaan tarkistaa jalkikdteen ettd portfolion alkuarvo on sama kuin Y option hin-

taa:

Moo +7'}17T1 +7]QC(X) = —5/4+5/4+3/2 X 2/10: 3/10 = C(Y)



