Matemaattinen rahoitusteoria , harjoitustehtivat -2 (17.09.08), Syksy
2008.
Olkoon X : (©,F) — (IR, B(IR)) satunnaismuuttuja.

X:n kertymafunktio on
Fx(t) = P(w: X(w) <t)€0,1]

Tehtiva 1 Osoita ettd kertyméfunktio F'x (¢) on ei viheneva ja oikealta jatkuva.

Kertymafunktion avulla voidaan méaaritella kuvaustodennakoisyys
Fx(dt)=Po X (dt) = P(w: X(w) € dt)
toddennékdisyysavaruudella (IR, B(IR)) jolla
Fx((a,b]) = Fx(b) — Fx(a) = P(w: X(w) € (a,b])
Mitta Fx(dt) kutsutaan satunnaismuuttujan X:m jakaumaksi.
Tehtdva 2 i) Osoita ettd jos g : (R, B(IR)) — (IR, B) on mitallinen funktio, kuvaus

w +— g(X(w)) on satunnaismuuttuja.
ii) Osoita etta

Bp(9(X)) = [ g(X(@)P(dw) = | g(t)Fx(dt)

Vihje: oleta ensi ettd s.m. X (w) saa direllisesti monta arvoa P-melkein varmasti.

Sillon kun mitta Fx(dt) < Lebesgue(dt), siis funktio Fx on absoluttisesti jatkuva,
seuraa Radon-Nikodym lauseesta ettd on olemassa Borel-mitallinen Radon-Nikodym
derivaatta

() = (0 2 0

joka on olemassa dt-melkein kaikissa pisteissé, jolla

Fx(t) = | ; Fx(s)ds

fx(t) kutsutaan Fx(dt) jakauman tiheysfunktioksi.
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Tehtava 3 Osoita etta

2(p,0?) := /

—0o0

00 2

exp(—(xziz'u))dx =V2ro?,
o

jossa p, 0 € IR. Vihje: Voit laskea helpommin z(0, 1)? integraalina IR* polaari koordi-

nattien avulla.

Tasta seuraa etta
2

Fx(B) = ﬁéexp(—%)dm, B € B(R)

on todenndkéisyys avaruudella (IR, B(IR)). Sitd kutsutaan Gaussiseksi jakaumaksi,

N (, 0®) merkinnalla.
Tehtdvd 4 Olkoon X satunnais muuttuja jakaumalla N (u, o?).
i) Laske

E(exp(6X)) = \/2;7 /_ :’° exp(—% +0z)dz,

ii) Osoita ettd E(X) = p.
Vihje : Kéyts yhtsld

£ B(exp(6X)) = B exp(6X)

pisteessi § = 0. ( Huom. Integroinnin ja derivoinnin jirjestyksen vaihtoa on téssi
tapuksessa hyvin perustettu, mutta ei pide yleisesti ilmaan mitdéin oletuksia).
Tehtava 5 Todennikoisyys avaruudella (2, F, P) on markkina malli (7%, 7!, S°, S1)

jossa
=18 =(1+r), r=05, 7 =1jaS'(w) = exp(X (w)),

jossa X on gaussinen satunnaismuuttuja jolla on jakauma AN(0, 1).

i) Pidetddn nyt S° numerdérind. Osoitamme ettd malli on arbitraasivapaa. Etsi
riski neutraali todennékdisyysmitta @, jonka suhteen s.m. X on vield gaussinen N (u, 1)
. Siis laske mika p pitaisi olla etta malli olisi riski neutraali.

ii) Laske Radon Nikodym derivaatta d@/dP.

iii) Samalla numeraarilla S%lla, on olemassa muita riski neutraali mittoja. Esita
joku toinen riski neutraali mitta.

iv ) Vasta kysymyksiin i) ,ii) iii) silloin kun valitaan numeraériksi S'.



