Rahoitusteorian tentti , (16.12.08),

Huomautuksia : Saa kiyttaa taskulaskinta ei saa kdyttaa kurssimateriaalia eiké
kirjallisuutta.

Jos olet jo suorittanut ensimmaisen valikokeen, sinun ei tarvitse ratkaista
tehtavaa 1 yhden periodin mallista . Kokeen kesto on 4 tuntia kaikille.

Keskiviikkona 17.12 kello 12 luokassa B321 esitamme tentin ratkaisut.

Maanantaina 22.12 kello 10-14 luokassa D123 on toinen mahdollisuus suorittaa tata
tenttia. Jos haluat parantaa arvosanasi, olet tervetullut tenttimaan uudelleen.

Ole hyva ja muistakaa my0s antamaan luennotsijalle nimetonta kurssipalautetta

nettilomakkeella.
Osa I : Yhden perioodin malli

Tehtava 1
Todennékéisyysavaruudessa (€2, F, P) olkoon satunnaismuuttuja U(w) tasaisesti

jakautunut vélissa [0, 1]. Siis
Pw:a<U(w) <b})=(b—-a)kun0<a<b<1.

Yhden perioodin markkinamallissa on kaksi instrumenttia:
riskiton pankkitili B jolla

By(w) =1kun t =0 ja B;(w) =6/5 kun t = 1.
ja osake S jolla
So(w) =1kunt =0ja Si(w) = (1/2+ U(w)) kun ¢ = 1.
Kysymys 1.i) Osoita ettd markkinamalli on arbitraasivapaa mutta ei ole taydelli-

nen, esittamalla kahta erilaista riskineutraalimittaa.

Vihjeet: Yksi tapa (joka tietysti ei ole aino tapa) jolla voi saada riskineutraalimitan

on seuraava:
Olkoon V(w) ~Tasainen(a,b) jossa 0 < a<b<1,siiskuna<r <u<b

Pir<V<u)=(u-r)/(b—a)
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jaI(w) € {0,1} binddrisatunnaismuuttuja. Oletamme ettd I, V, U ovat riippumattomia
P-mitan suhteen,

U(w) = I(w)V(w) + (1 = I{w))U(w)
Osoita ensi ettd U:n jakauma on equivalentti U:n jakauman kanssa, siis etta

PUeA) =0« PUecA=0

~

Laske ensi Ep(U) , parametrien ¢, a,b funktiona ja esitd parametriarvot jolla P tule
olemaan riskineutraali markkinamallissa (B, S ) jossa

So(w) = Sy(w) kun t = 0 ja
Siw)=(1/24Tw)) = (1/2+ Iw)V(w) + (1 = I(w))U(w)) kun t = 1.

Kysymys 1.ii) Laske europpalaisen osto-option F(w) = (Sl (w) — 1)+ arbitraasi-
vapaahintojen joukko C(F').

Vihje: tutki diskontatun option ja diskontatun osakkeen yhteisjakauman supportin
conveksipeitton sisus.



Osa II : aikadiskreetti markkinamallit

Tehtava 2) Todennikoisyysavaruudessa (€2, F, P), on annettu aikadiskreetti fil-
traatio {F; : t=0,1,...,T}.

Kasittelemme binoomi-markkina malli joss on riskiton pankkitili instrumentti B; =
By = 1 jolla on 0 tuotto jokaisella ajanhetkella ¢ = 1,...,7T, ja osakeinstrumentti S;
joka on JF;-adaptoitu prosessi jolla So =1 ja

0 < P(S=S1(1+u)|Fir)(w) = {1 = P(Sy =S, (1 + d)| Fior)(w) } < 1

P melkein varmasti kaikille t € {1,2,...7T}.
Tassa —1 < d < 0 < u ovat deterministiset vakiot Olkoon d = —0.2 ja u = 0.3.
Kysymys 2.i) Etsi mallin yksikésitteinen riski neutraali mitta, ja nayta ettd malli
on taydellinen ja arbitraasi-vapaa.

Seuraa etta (Q on riski neutraali jos ja vain jos jokaisella ajan hetkella ¢

6(w) == Q(St = S 1 (1 + )| Frmr) (W) = {1 = Q(S; = Sia (1 + d)|Fiy) (w) } =
r—d —d

= = :2 .
q u—d u—d /5

ja uskottavuusosmaaraprosessi on

Z,(w) = %(w) - (S) " (8 :g)tmw, t=0,1,...,T

jossa (N;) laskee ylospéin siirtymien maara,

t

Niw) =D 1{Si(w) = S 1(w)(1 +u)}

s=1

Kysymys 2.ii) Osoita ehdollisen odotusarvon mééritelman avulla ettd (S;) on
martingaali riskineutraali mitan suhteen.

Suoraan lasku

EQ(Si|Fi1) = Eq (Stflﬁ\fm) =S 1Bo(o—

Se {1+ waw) + (1 +d(1-a)@} =S {0+ua+1+d)1-q)} =5,
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Kysymys 2.iii) Laske hinta europpalaiselle osto-optiolle F(w) = (S7(w))?, jossa
maturiteetti on 7' = 2.
Teorian mukaan koska korko r = 0 seuraa etta kun 7" = 2 seuraamalla binaaripuuta,

co = Eg(S%) = 53{(1 +u)'e® + (1+d)*(1—q)* +2(1 +u)’(1 +d)’q(1 — q)} = 1.1236 x S
Junt =0, e1(w) = Eq(S7[F1) = Eq(S7181)(w){S1(w)}{(1 +u)’q + (1 +d)*(1 — q)}

= 1.06{S;(w)}?* = 1.06 x (1.3)%*1( 1) +1.06 x (0.8)*1(w; =0) =
1.7914 x 1(w; = 1) + 0.6784 x 1(w; = 0)

W1

Kysymys 2.iv) Laske option suojaus strategia.
Olkoon w = (wy,ws) jossa wy = 0 kun osake laskee, w; = 1 kun osake nousee.

V(57) (w) = Vo(S7) (wi) = (S7)*(w1, 1) — (S7)*(w1,0) =
=S7 {1+ u)?—(1+d)?} =57, (v* = d® +2(u — d))

Koska Sy — S1 = ASy = S1(u — d){ws — ¢} seuraa ettd

{(S2)(w)}* = EQ(S:|F1) (w1) + Vr(S7) (wi){ws — ¢} =

F(SE171) (1) + Vr(S)(w) rmgrg AS: = e1wn) + 725,

Otetaan portfolio (87(w1),yr(w1)) jolla hetkelld ¢t =T — 1 on arvo

Vi_i(w) = c1(w1) = EQ(S3|F1)(w1) = B2 + 72(w1) St (wr)
Vr(w) = c1(wr) + 72 (w1)ASy (w) =
Ba(wr) + 72 (wr) Sz (w) = {Sa(w)}?

Samoin hetkelld ¢t =1

1
ASl =cCy+ EQ(VIS§|SI)mASI =
- 0

1

Cl(wl) = EQ(CI) + leQ(S§|Sl)m

cl(wl) = EQ(Cl) + Vl(Cl) ASl =Cy+ ’VIASI

1
(u—d)So

ja portfolio hetkelld ¢ = 0 on (81, 1) deterministinen jossa 51 = co — 7¥1.50.



Nyt numeroiksi saadaan kun ¢ =1

SZ2eu? —d?> +2(u—d u? — 2
Yo (wi) = { (U_Z);l )} :Sl(w){ U_Z +2}:2.1x51(w1)

,32 = cl(wl) — 72(0)1)51(&)1) =1.06 —2.1 % Sl(wl)Z

jakun t =0,
1
= -_ = 1 2 - =
4! vl(cl) (u _ d)So 06v1{(51) }(u_ d)So
) _
—1.06 x 2 F A=)y 660105 %2 x Sy = 2,226 x S
(U—d)So

B =co— Sy = (1.1236 — 2.226) x SZ = —1.1024 x S}

Lopuksi voidaan sijoittaa Sy = 1.

Osa III : jatkuvan ajan markkina mallit

Tehtava 3

Kasittelemme yksinkertaistettu jatkuva-aikainen Black ja Scholes markkina malli,

jossa on sijoitusinstrumenttit (B;) ja (S;), (pankkitili sijoitus ja osakesijoitus) jossa

dSt = StO'th, S() >0
B; = By =1, ( pankkitilin korko on 0)

jossa W, on Brownin liike todennékéisyysavaruudella (2, F, P), ja o # 0 on determin-

istinen vakio.

Siis, S; on stokastisen differentiaali yhtalon ratkaisu

t
S, = Sy + / S, odW,
0

jossa esintyy Ito-Follmerin integraali.

Kysymys 3.i ) Niytd Iton kaavan avulla ettd
Sy =5 exp(oW - 10215)
t = 0 175
Olkoon f(t,z) = exp(oz — +0?t), Tton kaavasta
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Iton Follmerin kaavasta

0 0 1 0
df (t, W) = af(t, Wy)dt + a_xf(t’ W) dWs + E@f(t, W) d(W),
1
= —% exp(ozr — %Uzt)O'th + exp(cW; — %azt)ath + %exp(aaj - 502t)02dt

1 1
= —EStUth + SiodW; + §Sta2ds = S;odW,

Kysymys 3.ii) Niytd ettd S; on P martingaali Brownin liikkeen filtraatiossa
(FY), josta seuraa ettd P on riski-neutraali.

Tiedamme etta gaussisen jakauman
Lo o
E(exp(6X)) = exp(@,u—i— 50 o )

gaussiselle satunnaismuuttujalle X = N (u, o?).

Téastd seuraa suoraan ettd Ep(S;) < oo, kaikille ¢ > 0, myos S; = f(t,W;) on
o(W;) C F}V -mitallinen, siis (S;) on {F}¥}-mitallinen.

Kun u > t,

S

u SU
Ep(Su|F:) = EP(&:? <
¢

St
SiEp (exp(a(Wu — W) — %(72(75 _ u)) |j:t) =

ft) - StEp(

F) =

1
SiEp (exp(o (W, — W) — 507t~ u))) =S x 1
koska (W, — W;) LL F; ja N(0,¢ — u) jakautunut P-mitan suhteen.
Kysymys 3.iii) Kisitelladn europpalainen osto-optio

G(w) = Wi(w) = 9(Sr) = o *log(Sr/So) + 50T

Ito-Clark martingaali esityslauseen ja Iton kaavan avulla, etsi suojaus strategiaa ja
hintaa osto-optiolle G:lle.

Vihje: Muistakaa Ito Clark esityslause:

jos G € L*(Q, F¥,P) jossa Ff = o(Ws : s € [0,T]), seuraa ettd on olemassa
H(w) adaptoitu Brownin liikkeen filtratiossa, jolle

T
/ Ep(H?)ds < 00
0
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ja ennustus-martingaalilla on muotoa

T
Ep(FIF) :EP(F)+/0 H,dW,

Siis koska P on jo riskineutraali mitta, ja W, on Brownin liike P-mitan suhteen
T T
Wi = Ep(Wr) +/ 1 dW, = Ep(Wy) +/ o1571dS,
0 0
t
Vi = Bp(Wr|F) = Wi = Ep(Wr) + | o '5,'dS,
0

on Brownin liike joka on nelio integroituva matringaali.
Siis option hinta on Ep(Wy) = 0 (!) ja portfolio on 7 = (5, ;) arvolla V™ =
Bt + 7S¢ jossa

w=0"S", Bi=V] =S

Huomautus:

Tassa on anteeksipyynnon paikka: yritin keksia mahdollisimmin helppoa optiota, ei
tullut mieleen etta W, voi saada myos negatiivisia arvoja. Tama ei ole riistiriidassa mei-
dan hinnoitteilun teorian kanssa, sopimuksen W7 hinta on joka tapauksessa olemassa.
Jos haluamme viltdi negatiivisia arvoja, voisimme hajottaa c(Wy) = c(W7) — c(W5)
koska Wr = Wi — Wy, jossa optiot Wi, W saavat ei-negatiivisia arvoja. Myon-
netaan etta tasta ei ollut aikaisemmin puheetta luennolla

Teknisesti sopimus jolla voi olla myo0s negatiivinen tuotto ei saisi kutsua optioksi,

silloin kaytetdan futuuri eng. future nimitysta.



