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0.1 TIton kalkyyli deterministisille funktioille H. Follmerin
mukaan.

Tami esitelmd voisi olla osaa ensimmadista tai viimeista luentoa stokastisen ana-
lyysin kurssilla, tai jossakin siitd vélistd. Ei vaadi opiskelijoilta enempéi esitietoa
kuin Taylorin kehitelmda ja perustodennékoisyyslaskentaa.

Ito integraali on approksimoivien Riemannin summien rajaarvo, jotka sup-
penevat stokastisesti. Stokastisesta konvergenssista seuraa melkein varma konver-
genssi jotakin alijonoa pitkin.

Vuonna 1979 lyhyessa artikkelissa ranksalaisessa Seminaire de Probabilites kir-
jasarjassa H. Follmer huomatti ettd Ito integraali voidaan ymmértds myos polut-
taisesti, kun Riemannin summien suppeneminen ymmaéairretdsin P-melkein varmasti
joitakin ositusten jonoja pitkin.

Artikkelin otsikko oli “Calcul d’'Ito sans probabilites”. eli “Iton kalkyyli ilman
todennédkoisyytta”.

Reaalimailmassa usein stokastisesta prosessista havaitaan vaan yhden polun,
(esimerkiksi osakkeen hintakehytys ) ja sen kanssa pitda tulla toimeen. Kun on
kyse yksittiisesta polusta Follmerin tulkinta tuntuu konkreetisemmalta ja miel-
lyttdvimmilts kuin perinteista “abstraktia” stokastisen konvergenssin tai L2(P)
tulkintaa.

Koska Follmerin integrointiteoria perustuu polun ominaisuuksiin, se on avan-

nut teité erilaisiin Iton teorian lajennuksiin.

Olkoon (x;) integrattori ja (y;) integrandi funktioita.
Oletamme ensi ettd (z;) on rajoitetusti heilahteleva , siis z; = (z;7 —x;), jossa

+

z* ovat Borel-mitallisia ja ei-véhenevié, ja (y;) on Borel mitallinen ja rajoitettu,

Silloin Lebesgue-Stieltjes integraali on hyvin méiritelty

¢ ¢ ¢
/ Ysd, :/ ysdzh —/ ysdzy
0 0 0

Kun ys on jatkuva, Lebesgue-Stieltjesin integraali yhtyy Riemann-Stieltjes inte-
graalin kanssa. Seuraa myo0s ettd differentiaali kalkyyli on ensimmaisen asteinen:
jos F(-) € CH(IR),

t
F(xt) = F(:UO) +/0 Fw(xs)dxs + Z{F(xs) - F(.’L‘s,) - Fw(xsf)(xs - xs,)}

s<t



jossa korjaustermeja esintyy x polun hyppykohdissa.

Mité tapahtuu jos integrattori x; ei ole endd rajoitetusti heilahteleva ? Minkalaisid
integrandia voidaan vield integroida ?

Huomataan ensi ettd kun z ei ole rajoitetusti heilahtelevé, Lebesgue Stieltjes
integrointi tapa yleiselle mitalliselle integrandille y ei toimi, koska vaikka voidaan
méiritella z((s,t]) := (z; — x5), kuitenkin z(B) ei ole hyvin méiiritelty kaikille
Borelin joukoille B, siis z:n polusta ei saada mittaa. Sen sijaan, joskus Riemann-
Stieltjes integrointitapa sattaa vield toimia.

Jatkossa oletamme ettd polku z on jatkuva.

Merkitsen ositusten jono {m,} jossa

T ={tg,...,tin}, kn<oo, 0<tH<...thn <00,
A(7p,t) = tgegrlf?(t,-gt(t?“ —t7) =0 kunn— oo.
Sanomme ettd jatkuvalla funktiolla z : [0, 00) — IR on poluttainen kvadraattinen
variaatio {m,}-jonoa pitkin, jos pistemittojen jono

€n(dt) = Z (th-l - mti)26ti (dt)
ti€mn
suppenee epamdadrdisesti (eng. converges vaguely ) kohti Radonin mittaa £(dt), ja
funktio [z, z]¢ := £([0, t]) on jatkuva.

Tassa &, — £ epdmddrdisesti tarkoittaa ettd kaikille jatkuville ja kompaktikan-
tajaisille funktioille y, > 0,

[ vetntas) > [ veecas

Huomautus: Epdméairiinen konvergenssi = heikko konvergenssi kompakteis-
sa.
Kun z on jatkuva tdmé on yhtdpateva sen kanssa ettd

Z (Ttogant — Teant)® = [4,5] V< o0
ti€mn

pistettiin, kun n — oo.

Todistus: Olkoon y € C([0,¢],IR). Koska y on tasaisesti jatkuva kompakti
vilissé [0,¢] jokaiselle € > 0, on olemassa k,m,7,...,7y, joilla palottain vikio
funktiolle

m
¥ (5) =D Yrl(r,rypa)(s)  Ditee sup y®(s) = y(s)| <<
j=1 =



Tasta seuraa

t
Z Y. (zen, —$t;')2 —/ ysd[z, z]s| <
ti€mnit; <t 0
t
Z yfi(mt;nH —mt?)Q _/ ysd[z,z]s| + € Z (:17,525rl _$ty)2
ti€mnit; <t 0 ti€ETn

+e ) (ae, — )’

;i €ETn

m t
> v > (@er,, — @ep)” — / ysdlz, z]s
j=1 0

tz."E‘IrnZTj<t? STj+1/\t

m

t
S 4y (22l ant — [0y 00) — /0 yodiz, 2],

j=1

—

+elz,z)y kunn —oo.

Koska ¢ oli mielivaltainen, kun e — 0 Riemann-Stieltjesin integraalin maéritelmasta
seuraa

n—0co
t; €EMTn

¢
lim Z Y. (Ter, | —wti)2=/ ysd[z, )5 O.
0

Huomautus Huomaame myos ettd kun s < t < u,
|Ty — Ts| < |Ty — Tt| + |7 — ]

mutta

(To — ms)2 = (Ty — xt)2 + (2 — z's)2 +2(zy — 2t) (2 — @)

joka ei tarvitse olla aina pienempi kuin (z, — ;) + (z; — z,)2. Siis kvadrattinen
variaatio poikkea ensimmaisestd variaatiosta siind ettid kun tihennetidin ositus, ap-
proksimoiva summa, ei vilttdmittd kasva, voi myoGs tulla pienemmaksi. Sen takia
polun ensimmaéinen variaatio ei riipu ositusten jonosta, mutta kvadraattinen vari-
aatio olemassa ja sen olemassa olo voi riippua jonosta.

Huomautus Jos z on jatkuva ja rajoitetusti heilahteleva vilissi [0, t], seuraa
ettd [z, z]; = 0, koska

Z |xti+1 — Ty,

t; ETnit; St
Varg(z) -0 kun n — oo,

2
E : (mti+1 - xti) S sup |a;ti+1 — T,
ti€mniti<t ti€Emnit; <t

S sup |mti+1 — T,
ti€Empit; <t

koska Vary(xz) < oo. Siis jos jotakin {m,}-jonoa pitkin on olemassa [z,z]; > O,
seuraa ettd Var,(z) = oo.

Néytdn ettd kun polulla on kvadraattinen variaatio {m,}-jonoa pitkin, sille
pétee toisen asteinen Iton kalkyyli.



Lause 0.1 (Follmer 1979): Olkoon x jatkuva funktio jolla on poluttainen kvadraat-
tinen variaatio {m,}-jonoa pitkin, ja olkoon F(z) € C*(R). Silloin Iton kaava

patee:
t
F(mt):F($0)+/ xsdms /F:czz's ;L'.'L‘]s, t>0
0

jossa poluttainen Iton integraali x:n suhteen on hyvin mddritelty raja-arvona {m,}-

jonoa pitkin

t
/ Fm(ws)d.’lﬁs = lim Z Fw(xti)(l'ti.'.l _xt,-)
0 n

t2t;Emy

Todistus: koska z on jatkuva,

F(xt) - F("EO) = liTan Z (F(xtz'+1) - F(xtl))
t>t;€Emn

Taylorin kehitelmé antaa

> (F(ai,,) - Flay)) =

t>t;€m,
1
Z F, (xti)(thl - -'L'ti) + § Z Fio (mti)(mti+1 - :I’.ti)2 + ZT(mti7mti+l)(mti+l - xti)2

jossa |r(u,v)| < ¢(|Ju — ), ja p(c) = 0 kun ¢ = 0 ( ¢ voi riippua myds t:sta).
Kun n 1 oo, oletuksen mukaan keskeinen summa suppenee kohti

t
1
2 /Fm zs)d[z, x5
0

ja jaannds termien summan dominoi

tr,rrlgax (p(lxtz-}-l Ty,

) Z (T, —71,)° = 0-[2,2); kunn — oco.
ti €Emn,te <t

Tastd seuraa ettd on olemassa {m, }-jonoa pitkin limes

t
/ F,(xs)dxs := liin Z Fp(me,) (@4, — 24;)
0 t>t;Emn
1

= F(@) = Fa) = 5 | Fule)do.al O

Huomautuksia:



i) Yleisesti tdmén Ito integraalin arvo voi riippua ositusten jonosta. Kun [z, z]
on olemassa kaikille{r, }-jonoille eikd sen arvo riipu ositusten-jonosta, myos Iton
integraali [ F,(zs)dzs on hyvin madritelty ja yksikisitteinen.

ii) Selvésti epdmadrdinen konvergenssi on juuri se minimaalinen oletus jolla
johdetaan poluttainen Iton kaava.

iii) Follmerin tulos yleistyy moniulotteiselle cadlag poluille z; € IR, eli poluille
joilla on olemassa vasemmanpuoleiset raja-arvot ja ovat oikealta puolelta jatkuvia.

iv) Jos F on C'(IR) funktio ja x:1la on poluttainen kvadraattinen variaatio {m, }-

jonoa pitkin, niin silloin funktiolla y; = F(x;) on my6s olemasssa kvadraattinen
variaatio {m, }-jonoa pitkin, ja

w.v) = /0 Fo(ws)2dlz, ol

Todistus: Taylorin kehitelmalla

Z {F(xti+1) - F(xti)}2 = Z FZ(wti)2(xti+1 - wti)2 + Z Ir(mti7$ti+1)(xti+l

ti€mn:t; <t

t
—)/ Fy(zs)*d[z,z], kun n = oo
0

v) Tama tulos riippuu myds integrandin muodosta, siis poluttaisessa Iton kaavas-
sa integroimme z:n suhteen integrandi-poluille y; = Fy(z;) jossa F, € C(IR). Po-
luttaisen qvadraattinen variaation olemassa olo ei takaa ettd poluttainen integrointi
onnistuisi aivan kaikille jatkuville integrandi-prosesseille.

Olkoon 7, ositus ja y € C([0,t],IR). Huomataan ettd

Itn(y) = Z Yt; (xti+1 - wti)
t>ti€mn

on lineaarinen operaattori. Osoitamme ettd kun Vary(x) = oo, integraali operaattori

¢
Ii(y) = [ ysdzs ei ole jatkuva avaruudessa (C([0,%],IR), | - |o)-
0

Lause 0.2 (Protterin kirjasta) Olkoon 7, on ositusten jono. Jos kaikille y €
C(IR) on olemassa Ii(y) := lim, I]*(y), seuraa ettd polun ensimmdinen variaatio

Vary(z) < o0, ja siksi [z, z]; = 0.

Todistus: Vn:lle on olemassa funktio y, € C(IR) jolla y,(t;) = sign(zy,,, — ¢,),
Vt; € T, ja |yn|oo =1

- wti)2



Seuraa ettd operaattorin normi
” In ||2 |In(yn)| = Z Sign(wti+1 - xti)(mti+1 - mti) = Z |$ti+1 — Tt |-
t>t;, Emp t>t; €My

ja tasti seuraa ettd

sup || I, ||> Var(z):

Jos kaikille y € C(IR) on olemassa I(y) = lim,, I,(y) {m,}-osituksia pitkin, niin
sup,, [In(y)| < oo, talléin Banach Steinhausin lauseesta seuraa etté sup,, || I, ||< oo,
eli siis Var(z); < 0.

Muistutus (Banach-Steinhausin lause): Olkoon (I, : v € J) perhe jatkuvia

lineearisia operaatoreita jossa (X;, |- |x;), ¢ = 1,2 ovat normi-avaruudeet. Jos

sup | L, (y)|x, < C(y)
veld

kun otamme supremumin molemmille puolille seuraa etta

1L ()| x.
|y|X1

sup || I, [|[< oo, jossa || I, ||=sup
velJ Y

on vahva operaattori-normi.

0.2 Iton kalkyyli stokastisen prosessin poluille

Maaritelma: Olkoon (X¢(w) : ¢ > 0) jatkuva stokastinen prosessi todennikdisyys
avaruudessa (2, F, P). Sanomme ettd X:lla on stokastinen kvadraattinen variaatio
prosessi ([X, X];(w) : t > 0) jos kaikille ositusten jonoille {m,}, joille A(m,,t) = 0

P
Z (Xti+1 - Xti)z - [Xa X]t
t>t;E€Emn
jossa kiytdmme stokastista konvergenssia. T&std seuraa ettd jokaiselle ositusten
jonolle on olemassa deterministinen alijono {m,} jolla (ensi kaikille ¢ € N[0, 00)
ja koska [z, x] on jatkuva kaikille ¢ > 0)

Z (Xtis (W) — Xp, (w))?=[X, X]s(w) P-melkein kaikille w (1)

t>t;€Emp

Eli P-melkein kaikilla poluilla X.(w) on olemassa poluttainen kvadraattinen variaa-
tio [X (w), X (w)]. {m,}-alijonoa pitkin joka yhtyy stokastiseen kvadraattiseen vari-
aatioon [X, X].(w), ja Follmerin poluttainen Iton kaava on voimassa.



Maaritelma 0.1 Brownin liike By on gaussinen prosessi jonka lisdykset ovat riip-
pumattomia ja (By—Bs) ~ N (0, [t—s|). Voidaan rakentaa Brownin litkkeen version
jolla on jatkuvia polkuja P m.v.

Naytdmme seuraavaksi milld ositusten jonoilla on mahdollista korvata stokas-
tisen konvergenssin melkein varmalla konvergensilla.
Olkoon II,, dyadinen ositus II,, = {t} =k2™": k=0,...,n2"}.

Lause 0.3 ( Lévy ) Brownin liikella on P melkein varmasti kvadrattinen variaatio
[B, B]; =t dyadisten ositusten jonoa pitkin.

Todistus: Laskemme ensi approksimoivien summien varianssin
2 2
B({ 3 By, - B0 - @ -} ) = X BB, - B~ (s D))
i<t tp<t

(koska lisdykset ovat riippumattomia ristitermien odotusarvo on 0)

=Y {E{ABr}") + (A})? = 2(AtR)E({ABp 1)} =2 (thy, — tg)” = 2[12"]27%" < 26277
tn<t iy <t

Olkoon € > 0 ja

Ap={w:|t= > (Bf, (w) - BL ()| >}

i<t
Chebychevin epayhtéldstad seuraa ettd
P(A4,) < 2t27 "2
ja siksi

ZP(AH) <e %4t < 0

n

Nyt Borel Cantelli lemmasta seuraa etti
P(limsup 4,) =0
n

joka tarkoittaa ettd P melkein varmasti [B, B]; on olemassa dyadisten ositusten
pitkin.
Huomautkset Tissi todistuksessa oli olennaista etta

S(X - ?) <oo

n tE<t



Tastd ndemme minkéalaisd alijonoa pitdd pomia jos halutaan korvata stokastista
konvergenssia melkein varma konvergenssilla.

Nolla mittainen komplementaarinen joukko voi hyvin rippua osituksesta.

Lévy lause yleistyy myds tihentyville ositusten jonoille jossa {m,} jolla =,
Tnt1, ja A7y, t) = 0 kun n — oc.

N

Lause 0.4 Brownin liikella on P melkein varmasti kvadrattinen variaatio [B, By
t tihentyvien ositusten {m,}-jonoa pitkin.

Taman lauseen todistus ei ole tdysin elementaarinen, se perustuu kiinteis-
martingaalin konvergenssiin. (Revuz Yor kirjasta, Proposition 2.12 ).

Joudumme kiyttdmadn kédnteis-martingaali konvergenssi lauseetta.

Seuraus Jos F,(-) € C'(IR) Féllmerin poluttainen integraali tihentyvan osi-
tuksien jonoa pitkin ,

t 1 t
/0 F,(B,)dB, = F(B;) — F(Bo) — §/0 F,.(B,)ds

yhtyy Iton integraalin kanssa P-nolla joukon ulkopuolelle.

0.3 Poluttainen Stratonovichin kalkyyli
Jos integraalin approksimoivissa summissa otetaan keskipiste , alkupisteen sijiaan,

siis

Z Fy (w(ti+1+ti)/2)(wti+l - xti) =
ti€mn:t; <t

=Y Fo(@e) (@t — o) + O (Fa(@(tpa40)/2) — Fal@r,)) (@i, — 71,)
= Fo(@) (@ — o) + Y Fan (@) (@t 40y /2 — 1) (Teiyy — ) +
+ Z P(T (s 44:) /2> Tt:) (Bt /2 — Tt:) (Tt — Tt)

= Fol@) @y — 1) + Y Foa(@) @ty 002 — T1)” +

Y Fao(@e) @itz — ) @ripn — Ttiga i) /2) +

) (@) /20 ) @tttz — T) Trigy — Tr;)

Lemma 0.1 Jos z polulla on kvadraattinen variaatio (wy,)-jonoa pitkin seuraa ettd

1
Z (w(ti+1+ti)/2 - xti)Q - §[m7$]t ) (2)
ti€mnit; <t
Z (w(ti+1+ti)/2 - mti)(:cti+1 - x(ti+1+ti)/2) -0, (3)
tiEWHZtiSt



Lemmasta seuraa etti (m,)-jonoa pitkin Riemannin summat suppenevat kohti
poluttaista Stratonovichin integraalia

t t
/0 Fy(zs) odxs ::/0 Fp(zs)dxs + / Fpp(zs)d[z, )5
= Fz) — F(xo) — % /0 P (2s)d[z, o, + /0 Foo(w)dlz, o]y = F(z2) — (o) .

Stratonovich integraali seuraa tavallista ensimmaisen asteista kalkyylia.
Brownin litkeen tapauksessa, kun maaritellidn poluttaiset integraalit dyaadis-
ten ositusten jonoa pitkin F, € C'(IR), saadaan

/F ) odB, _/ Fy(B,)dB, + - /F B,)ds = F(By) — F(By)

Kirjallisuus H. Foéllmer, “Calcul d Ito sans probabilites” (1980). Séminaire
de Probabilités XV, pp 143-149 Springer.



